ZUR AXIOMATISCHEN CHARAKTERISIERUNG
DES STEINERPUNKTES KONVEXER KORPER

VON
H. HADWIGER

ABSTRACT

It is shown that the Steiner point is the only point that can be associated
additively, homothety-equivaiiantly and continuously with any convex body
in Euclidean space E".

1. In diesem ersten Abschnitt erkliren wir die notwendigsten Begriffe und
formulieren das Hauptresultat der vorliegenden Note. Es bezeichne €* die Klasse
der (nichtleeren, m-dimensionalen, 0 < m < n) kompakten konvexen Punkt-
mengen (Eikdrper) A < E* des n-dimensionalen euklidischen Raumes E" (n = 1).
Ein Punkt z € E" sei als Ursprung ausgezeichnet und weitere Raumpunkte sollen
gleich bezeichnet werden, wie ihre Ortsvektoren beziiglich z. Weiter bedeute H" die
Gruppe der (nichtsinguldren) Homothetien des E" auf sich im erweiterten Sinne;
H" enthilt dann die Untergruppe 7" der Translationen t:x— x + f, sowie die
Untergruppe D" der (nichtsinguldren) Dilatationen 1:x — Ax; 1€ R* und endlich
die Spiegelung am Ursprung z ¢: x —» —Xx.

Dic allgemeinste Homothetie y € H* lidsst sich dann in der Form y= +iz
darstellen. Es sei nun f: " — E” eine (eindeutige) Abbildung der Eikorperklasse
€ in der Raum E", sodass jedem Korper A €& ein Raumpunkt f(A)e E" zuge-
wiesen wird. Nachfolgend erértern wir drei Eigenschaften einer derartigen Zu-
ordnung f, die im Rahmen dieser Arbeit zentrale Bedeutung haben. Wir nennen
f additiv, wenn die Forderung

1.1 A,B, AUBeC"=f(A) +f(B)=f(AUB) +f(AN B)
erfiillt wird; ferner heisst f homotheticaequivariant, wenn
1.2 AeCr, yeH* = f(yA) = yf(4)

gilt. Schliesslich soll f stetig genannt werden, wenn
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1.3 4, 4;eC(i=1,2,-), A4;> A(i— ©) = f(4) > f(4) (i~ )

zutrifft; der verwendete Konvergenzbegriff stiitzt sich auf die iibliche Metrik im
Raum der Eikorper (vgl. [1], 4.3.1, S. 151).

Es ist nun bekannt, dass die Abbildung s, die einem Eik&rper A den Steinerpunkt
s(A) zuweist, diese drei Eigenschaften besitzt. Hieriiber kann man sich bei B.
Griinbaum [2] (14.4, S. 312) kurz orientiecren. Unsere Ausfiihrungen bleiben
aber zundchst unabhiingig von der bestehenden Theorie des gennanten Punktes.

Das in Aussicht gestellte Hauptergebnis dieser Note kann wie folgt formuliert
werden:

SaTz. Es gibt eine und nur eine additive, homothetieaequivariante und
stetige Abbildung der Eikirperklasse @" in den Raum E", ndmlich die, welche
jedem Eikdorper seinen Steinerpunkt zuweist.

Durch die drei Forderungen 1.1 bis 1.3 ist also dieser ausgezeichnete Punkt
auf axiomatische Weise charakterisiert.

Eine andere Kennzeichnung ist bereits bakannt, indem G. C. Shephard [3]
zunichst fiir n = 2 und sodann K. A. Schmitt [6] fiir n = 2 nachgewiesen haben,
dass s(A4) der einzige Punkt ist, der jedem konvexen Korper A €®” so zugeordnet
werden kann, dass die Abbildung im Minkowskischen Sinn additiv, beziiglich der
Gruppe der kongruenten Abbildungen im E" aequivariant und schliesslich stetig
ist. Die hier im Spiel stehende Additivitit von f ist durch

1.4 A,BeC" = f(A + B) = f(4) + f(B)

gegeben, wobei die Verkniipfung + die Addition in Minkowskischen Sinn bedeutet.
Weitere bemerkenswerte additive Eigenschaften (Additionstheoreme vom Euler-
schen Typ) sind von G. C. Shephard [5] kiirzlich begriindet worden, welche die
ausgezeichnete Bedeutung des Steinerpunktes s(4) ins rechte Licht zu riicken
vermaogen.

Die unserem Satz zugrunde gelegte additive Eigensschaft 1.1 scheint eine an
sich stirkere Forderung an die Zuordnung f zu stellen, als 1.4, womit auch der
Umstand zusammenhidngen mag, dass unsere Charakterisierung moglich ist,
ohne eine Kovarianz mit Drehungen vorauszusetzen.

Die nachfolgenden beiden Abschnitte handeln von zwei Hilfssdtzen, die wir
beim Hauptbeweis heranziehen werden, die aber auch im Hinblick auf andere
Verwendungsmoglichkeiten von Intcresse sein diirften. In den weiteren zwei
Abschnitten folgen dann die Beweise der Finzigkeit und der Existenz und damit
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die Begriindung unseres Satzes. Diese lassen iibrigens erkennen, dass bei Be
schrinkung auf die Teilklasse 8" < ¢ der konvexen Polytope die analog lautende
axiomatische Kennzeichnung des Steinerpunktes auch ohne Stetigkeitsvoraus-
setzung moglich ist.

Der induktiv gefiihrte Existenzbeweis liefert sodann eine fiir den Steinerpunkt
s(A) eines Eikorpers A € €" giiltige Integralgleichung, wonach

1
1.5 s(A) = —

- f s(4,)du

gilt. Hierbei bezeichnet A4, den Normalriss von A in die Stiitzebene von A der
Richtung (Einheitsvektor) u, du die Richtungsdichte und

1.6 nw, = f du

stellt den Flicheninhalt der (n — 1)-dimensionalen Einheitssphire $ (Richtungs-
sphire) dar; die vorgesehenen Integrationen erstrecken sich iiber alle Richtungen
u des Raumes. Der Steinerpunkt ist also das Integralmittel der Steinerpunkte der
Normalrisse des Eikorpers in seinen Stiitzebenen.

Mit unserer Kennzeichnung des Steinerpunktes durch die drei Figenschaften
1.1 bis 1.3 lisst sich ferner eine Variante zur Integraldarstellung 1.5 leicht be-
griinden, nimlich

1.7 s(4) = ;113— f [s(A)].du,

wo nun [s(4)], den Normalriss des Steinerpunktes s(4) in die Stiitzebene von 4
der Richtung u anzeigt. Der Steinerpunkt ist also das Integralmittel seiner Normal-
risse in die Stiitzebenen des Eiké6rpers. Die Formel 1.7 ist im wesentlichen identisch
mit der von G. C. Shephard [4] aufgestellten Integraldarstellung

1

Wy

1.8 s(A) =

f (A, wudu,

wo h(A, u) die Stiitzfunktion des Eikorpers 4 bezogen auf den Ursprung z bedeutet.
Ist w eine feste Richtung, so ist

1.9 w, = f (u,wH? du

das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel, wobei {u,w) das skalare
Produkt darstellt. Die Ueberfithrung von 1.7 in 1.8 durch Verdnderung des
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Bezugspunktes liegt auf der Hand. Schliesslich soll eine weitere interessante
Folgerung, die B. Griinbaum [7] gefunden und dem Verfasser mitgeteilt hat,
vorgebracht werden. Es sei 1 <i <n—1 und E‘und £" " sollen zwei durch den
Ursprung z hindurchlaufende komplementire, aufeinander totalorthogonal
stehende Unterrdume des E" der Dimensionen i und n — i bezeichnen. Sind 4;
und 4,_, die Normalrisse eines Eikorpers 4 €€ in den Unterriumen E und £"~¢,
so gilt die Integralformel

1.10 S4) = G, f [s(4) + s(A,-)1dE",

wobei dE' die Drehdichte des E' um z im Sinne der Integralgeometrie (vgl. [1],
6.2.1, 8.227) anzeigt, und die Konstante C; durch die Normierungsbedingung

1.11 1/C,=(’:)%= fdfi

gegeben ist. In der Tat ist mit der rechten Seite von 1.10 eine Abbildung von €”
in E* definiert, welche die drei in unserem Satz verlangten Eigenschaften aufweist,
sodass also s(4) dargestellt wird. Als Korollar der Griinbaumschen Formel 1.10
ldsst sich mit einigen Umrechnungen auch unsere Bezichung 1.5 gewinnen, die
mit dem Spezialfall i =1 bzw. i = n — 1 gleichwertig ist.

2. Es sei ¢: 8" — R eine reellwertige iiber ] definierte Funktion. Diese
nennen wir einfach-additiv, wenn die Aussage

2.1 P,Q,PUQeR", dm(PNQ)=n—1=¢P)+ §Q)=¢(PYQ)
gilt. Ferner soll ¢ translationsinvariant, wenn

2.2 Pef", teT" = ¢(tP) = ¢(P),

und linear-homogen (homogen vom Grade 1) gennant werden, wenn

2.3 Pef", AeR* = $(AP) = Ap(P)

gilt. Schliesslich heisse ¢ antisymmetrisch, wenn

2.4 Pef"= ¢(cP) = — ¢(P)

zutrifft; ¢ bezeichnet die Spiegelung am Ursprung z. Es gilt nun

LemmA 1. Eine iiber der Klasse K" der Eipolytope des E" definierte reell-
wertige, einfach-additive, translationsinvariante linear-homogene und anti-
symmetrische Funktion verschwindet identisch.
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Beweis. Ist n =1, P c E eine abgeschlossene Strecke, so ist P mit gP trans-
lationsgleich, sodass mit 2.2 und 2.4 unmittelbar ¢(P) = 0 folgt. Es sei nun n = 2
und Lemma 1 sei fiir alle Dimensionen < n bereits bewiesen. Nach einem bekann-
ten Sachverhalt (vgl. [1], 2.3.3, S.80) lésst sich ¢ unter Bewahrung der vier Eigen-
schaften 2.1 bis 2.4 auf die 8" umfassende Klasse 3" der Polyeder des E” erweitern.
Mit 2.1 und 2.2 folgt

25 P,Qe®P", P~ Q= ¢(P) = ¢(Q),

wo das Aequivalenzzeichen =~ die translative Zerlegungsgleichheit im Sinne der
Flementargeometrie anzeigt. Ist nun 3" < P" die Teiklasse der echten Zylinder-
polyeder des E" (vgl. [1], 1.3.5, S.28), so so folgt mit einem Hilfssatz iiber zylind-
rische Zerlegungskongruenzen (vgl. [1], 2.2.4, S.55) die Aussage

2.6 Pe3=¢((P)=0,
und damit weiter

27 P,QeP", P~ Q(mod3") = ¢(P) = $(Q).

Es bezeichne nun G eine feste durch z hindurchgehende (n — 1)-dimensionale
Grundebene im E" mit der Normalen (Einheitsvektor) w und ferner u einen
weiteren Einheitsvektor, welcher der sich auf das Skalarprodukt mit w beziehenden
Bedingung 0 < <u,w) < 1 geniigt. Ist nun P’ < G ein Polyeder der Klasse P"~*
in der Grundebene, so lisst sich ein g € R* so wihlen, dass fiir alle p’ e P’ die
Einschriinkung {u, p’) < p erfiillt wird. Mit dem Ansatz

P=[P,u]l={xeE"; x=p +w, 0S A= [u— <u,p'>]/{u,w),p'€ P’}

wird ein iiber P’ auf G stehendes ‘schief abgeschnittenes’” Sdulenpolyeder gegeben.
Wegen 2.7 hat nun ¢([P’,u]) fiir alle zuldssigen p denselben Wert, sodass bei
festem u durch ¢, (P") = ¢ ([P’,u]) eine reellwertige Funktion iiber der Klasse
"~ ! der Polyeder in der Grundebene G definiert wird. Wie sich leicht iiberpriifen
lasst, erfiillt , bezogen auf den (n — 1)-dimensionalen Raum G erneut die mit
2.1 bis 2.4 ausgedriickten Forderungen. Nach Induktionsvoraussetzung folgt
demnach ,(P") =0 oder also ¢([P’,u])=0. Ist G" dic Klasse aller Polyeder
von P, die sich bei fester Grundebene G in endlich viele Saulenpolyeder der Art
[P, u] mit beliebigen P’ = G und verschiedenen zulissigen u im Sinne der Elemen-
targeometrie zerlegen lassen, so existieren zu einem Polyeder P = E" zwei passende
Polyeder P, Py, € @" solcher Art, dass die Zerlegungskongruenz PU P, = Py,
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(mod 3" mit PN Py = ¢ besteht. Mit der Bemerkung, dass ¢(P,) = ¢(Pge) =0
sein muss, folgert man mit Riickblick auf 2.7, dass ¢(P) = 0 ausfillt. Damit ist
der Beweis beendet.

3. Nun sei B" der n-dimensionale Vektorraum des E* und g: &" — B" eine
Abbildung der Eipolytopklasse K" in 8", sodass jedem PeR" ein Vektor gP
zugeordnet ist. Wenn gP = 0 (Nullvektor) fiir alle P ist, so wollen wir g trivia)
nennen. Weiter heisse g einfach-additiv, wenn die Aussage

3.1 P,Q,PUQef",dim(PNQ <n—-1=>gP+gQ=g(PUQ)
gilt. Weiter sei g translationsinvariant, wenn

3.2 Pef", 1eT" = g(zP) = gP

und dilatationsaequivariant, wenn die Aussage

33 Pef", e R* = g(AP) = A(gP)

giiltig ist. Endlich wollen wir g antisymmetrisch nennen, wenn

34 Pefl"=g(cP)= —gP

feststeht, falls ¢ die Spiegelung am Ursprung z bedeutet. Es gilt nun

LemMA II. Eine einfach-additive, translationsinvariante, dilatationsaequi-
variante und antisymmetrische Abbildung der Klasse " der Eipolytope des E"
in den n-dimensionalen euklidischen Vektorraum B* ist trivial.

Beweis. Mit einem beliebig gewihlten Einheitsvektor u des E" setzen wir
¢(P) = {gP,u) und haben damit eine iiber }" definierte reellwertige Funktion
gewonnen, die wie man miihelos verifizieren kann, einfach-additiv, translations-
invariant, linear-homogen und antisymmetrisch ist, also den Forderungen 2.1 bis
2.4 geniigt. Nach Lemma I muss ¢,(P) = 0 ausfallen, und da dies fiir alle u zu-
trifft, resultiert offenbar gP = 0, womit der Nachweis beendet ist.

4, Wir weisen nun nach, dass es héchstens eine Abbildung f: @" — E" geben
kann, die den Forderungen 1.1. bis 1.3 geniigt (Einzigkeitsbeweis). Es sei zunéchst
n=1und 4 = [p,q] < E' ein abgeschlossenes Intervall (Strecke). Wegen
A =04+ p + q gilt mit 1.2 einerseits f(4) =f(6A4) + p + ¢ und ebenso anderer.
seits f(A) = — f(0A), sodass f(A4) = (p + q)/2 resultiert, also ein eindeutig durch
A bestimmeter Punkt des E'. Es sei jetzt n = 2 und die Einzigkeit sei bereits fiir
alle Dimensionen < n gesichert. Sind nun f und f, zwei Abbildungen im E”" der
betrachteten Art, so wird durch
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4.1 g4 =f(4) — fo(4)

eine Abbildung von §" in den n-dimensionalen Vektorraum B definiert. Ist
g: 8" — B" ihre Restriktion auf die Eipolyederklasse K", so weist man mit 1.1
filr £ und f, leicht nach, dass g die Forderung 3.1 erfiillt, also einfach-additiv
ausfillt, da nach Induktionsvoraussetzung f(PN Q) =f,(PN Q) gelten muss,
wenn dim(P N Q) <n—1 ist, so dass g(P N Q) =0 wird. Ferner ist g trans-
lationsinvariant, dilatationsaequivariant und antisymmetrisch, indem man das
Zutreffen von 3.2 bis 3.4 direkt aus der Eigenschaft 1.2 fiir f und f, und Ansatz 4.1
ablesen kann. Mit Lemma II schliesst man auf gP = 0. Da nun jeder Eikorper
A e Limeskorper einer konvergenten Folge von Eipolyedern 4,eR" (i = 1,2, ---)
ist, schliesst man mit der Stetigkeitseigenschaft 1.3 von f und f,, dass auch
gA =0 sein muss. Dies bedeutet, dass fiir alle 4€C" die Uebereinstimmung
f(4) = fo (A4) festgestellt ist, was zu zeigen war.

5. Nun weisen wir noch nach, dass es wenigstens eine Abbildung f: €"— E"
mit den Eigenschaften 1.1 bis 1.3 gibt (Existenzbeweis). Sei zunichst n =1 und
A=[p,q]c E'* wieder ein abgeschlossenes Intervall (Strecke). Mit f(4)
= (p + q)/2 ist in der Tat eine L&sung gegeben, wie sich mit einfachsten Schliissen
iiberpriifen ldsst. Es sei jetzt n = 2 und wir nehmen an, dass die hier in Frage
stehende Existenz bereits fiir alle Dimensionen < n nachgewiesen sei. Ist G eine
feste durch z gehende (n — 1)-dimensionale Grundebene im E®, so gibt es nach
Induktionsvoraussetzung eine Funktion g: €"~!— G, die bezogen auf G die
Eigenschaften 1.1 bis 1.3 aufweist, wo €*~! die Klasse der Eikérper A = G be-
zeichnet. Es sei nun p eine kongruente Abbildung von G auf sich, die z festldsst.
Mit A = €"~! setzen wir §(4) = p~'g(pA) und stellen miihelos fest, dass § wieder
die Eigenschaften 1.1 und 1.3 in G besitzt. Ist ye H*~' eine Homothetie in G,
so rechnet man mit py = yp leicht nach, dass g(y4) = y5(4) gilt, sodass & auch
der Forderung 1.2 in G geniigt. Nach der oben bewiesenen Einzigkeit ldsst sich
8(A4) = g(A) schliessen, womit nun g(pA) = pg(A4) gefolgert werden kann, also
die Aequivarianz der Abbildung g beziiglich der Gruppe der {eigentlichen oder
uneigentlichen) Drehungen in G um z. Nun ldsst sich g fiir alle (# — 1)-dimen-
sionalen Ebenen H im E" sinngemdss erkldren: Ist A < H ein flacher Eikorper,
so wird g(A) = 6~'g(cA) gesetzt, wo o irgend eine kongruente Abbildung im
E" mit ¢H = G bedeutet; wegen der oben sichergestellten Kovarianz ist g(4)e H
von der individuellen Wahl von o unabhéinging. Weiter ldsst sich nun die folgende
Stetigkeitsaussage bestitigen: Ist 4, = H; (i = 1,2, ) eine Folge flacher Eikorper
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und bestehlt im E" die Konvergenz A; — A (i — o), so gilt g(4,) - g(4) (i - ).
Der genau durchgefiihrte Nachweis erfordert lediglich schulmissige Schliisse.
Nun sei 4 €@ wieder ein beliebiger Eikorper und A, bezeichne den Normalriss
von A in die Stiitzebene H(A4,u) von A4 der Richtung u. Mit dem iiber alle Richt-
ungen u, d.h. iiber die Richtungssphiire S im E" erstreckten Integral

5.1 sy =L f g(A)du,

wo nw, den Flidcheninhalt der (n — 1)-dimensionalen Einheitssphire S und du
die Richtungsdichte bezeichnen, wird nun eine Abbildung f:€"— E" definiert,
welche die Eigenschaften 1.1 bis 1.3 aufweist. Zunichst ist zu bemerken, dass sich
die Normalrisse 4, mit variabler Richtung u stetig dndern, sodass mit der oben
begriindeten Stetigkeitseigenschaft von g die Existenz des Integrals in 5.1 gesichert
ist. Mit der Kompaktheit von S folgt zugleich auch die Stetigkeit 1.3 fiir f. Es sei
weiter G, eine (n — 1)-dimensionale Ebene im E" durch z mit der Normalen u,
Bedeutet h(A,u) den Abstand der Ebene H(A,u) von z (Stiitzgrosse von 4 in
Richtung u), so ist 4, = A2+ h(4, uw)u, wobei A% den Normalriss von 4 in die
Ebene G, darstellt. Im Hinblick auf die fiir g in G, nach Induktionsannahme
giiltige Additivitdt 1.1 resultier mit den Bemerkungen (4 UB)?= A%uU B,
(ANB)) =42 NBY in Verbindung mit der additiven Formel h(4 U B,u)
+ h(A N B,u) = h(A,u) + h(B,u) leicht, dass auch f im E" die Forderung 1.1
erfiillt. Sei weiter y: x — 4 Ax + t eine Homothetie, so vermerken wir vorbereitend,
dass (p4)0 = +24° + t — Cu, tDu, h(yA,u) = Ah(+ A, u) + {u,t)> ausfillt, woraus
man auf (y4), = = A(+ A), + ¢t und mit Beanspruchung von 1.2 fiir g und Integ-
ration nach 5.1 die Homothetieaequivarianz f(yA4) = +1f(4) + t =7yf(4)
gewinnt, wonach f auch die Forderung 1.2 erfiillt. Damit ist der Existenzbeweis

beendet.
Bedenken wir, dass es nach der Einzigkeit andererseits nur eine Losung f

gibt, wir bezeichnen diese ausgezeichnete L&sung mit s, so resultiert mit 5.1
die Integralgleichung 1.5.

Mit analogen einfachsten Ueberlegungen, wie sie zum Nachweis der Eigen-
schaften 1.1 bis 1.3 der mit 5.1 dargestellten Funktion dienten, kann auch folgendes
gezeigt werden: Ist f eine solche Funktion und bezeichnet [ f(A4)], den Normal-
riss von f(A) in die Stiitzebene H(A,u) von A der Richtung u, so ist ebenfalls

52 7y = o [ U



176 H. HADWIGER Israel J. Math.,

eine analoge Funktion mit den Eigenschaften 1.1 bis 1.3. Nach dem von uns
bewiesenen Satz muss aber f=f = s gelten, und es resultiert mit 5.2 die Integral-
formel 1.7 fiir den Steinerpunkt. Bedeutet wie oben h(4,u) wieder die Stiitz-
funktion von A beziiglich z, so ldsst sich die Beziehung

[s(D]. = s(4) + [(A,u) = {s(4), ud Ju

notieren und ihre Verwertung in 1.7 liefert

fh(A,u)udu= f {s(A), ududu.

Mit der fiir einen beliebigen Vektor ¢ giiltigen Formel

f {t,ududu = w,t
folgt letzten Endes die Shephardsche Integraldarstellung 1.8.
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